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CAPITULO 1: Légica y Conjuntos

Este modulo tiene por objetivo el familiarizarse con los elementos bésicos de la
l6gica proposicional clésica; lo que permitira establecer la validez de un enunciado
complejo a partir de sus componentes.

La idea de conjunto no requiere demasiada presentacién, el objetivo aqui es identi-
ficar los elementos que pertenecen y los que no a un conjunto. Interpretar correc-
tamente la notacién simbdlica en la definicion de conjuntos, y tratar de explicar a

través de estos resultados la naturaleza del trabajo matematico.

1.1 Proposiciones

En el desarrollo de cualquier teoria matematica se hacen afirmaciones en forma
de frases y que tienen un sentido pleno. Tales afirmaciones, verbales o escritas, las

denominaremos enunciados o proposiciones

Definicién: Se llama proposicién a toda oracion que tiene un valor de verdad.
Es decir, una proposicién es una oracién que puede ser verdadera o falsa pero no

ambas a la vez.

Definicién: Sea p una proposicién; se define valor de verdad de p y se escribe
V(p) =V, si p es una proposicién verdadera y V(p) = F, si p es una proposicién
falsa. Recordemos que a cada proposicién le corresponde un unico valor de verdad

de los dos posibles.



Por lo general, a las proposiciones se las representa por las letras del alfabeto

desde la letra p, es decir, p, q, 1, s, t,... etc.

Asi, por ejemplo, podemos citar las siguientes proposiciones y su valor de verdad:

p: 15 + 5 = 21 (F)
q: Santa Fe es una provincia Argentina. (V)
r: El nimero 15 es divisible por 3. (V)

s: El perro es un ave. (F)

Aclaremos que la mayor parte de las veces los enunciados adquieren el cardcter de proposicién
en un contexto determinado; esto es, un enunciado puede ser una proposicion en un sistema deter-
minado, y no serlo en otro.

Para ser mas claro: la oraciéon “Maria va al teatro’no es una proposicién, a menos que yo sepa a qué
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Marfa (de los millones que existen) se refiere, y si “va al teatro”quiere decir que va habitualmente

al teatro o que lo hace de vez en cuando o que esta yendo al teatro en este instante determinado.
Por otra parte si Maria es mi hermana, y en este momento esta saliendo, la afirmacién “Maria va al
teatro” es una proposicién, puesto que claramente es verdadera o falsa. Entonces, cuando digamos
que cierto enunciado es una proposiciéon tendremos en claro que lo es en un determinado contexto,

en el cual es, sin lugar a dudas, verdadera o falsa.

Expresiones No Proposicionales

Son aquellos enunciados a los que no se les puede asignar un valor de verdad. Entre

ellos tenemos a los exclamativos, interrogativos o imperativos, por ejemplo:
= ;Cémo te llamas?
= Prohibido pasar.
= Haz lo tuyo, muchacho

No son proposiciones porque no se les puede asignar un valor de verdad.



Clasificacion de las Proposiciones

Aquellas proposiciones que no se pueden descomponer se llaman simples o atémi-
cas.

Por ejemplo, sea la proposicién p : 3+ 6 = 9 es una proposicién simple o atémica.

Cuando una proposicién consta de dos o mas enunciados simples, se le llama propo-
sicion compuesta o molecular.
Asi, por ejemplo, la proposicién: “Pitagoras era griego y geometra” es una proposicion com-

puesta por las proposiciones simples,p : Pitdgoras era griego y q : Pitdgoras era gedmetra.

No es necesario conocer si una afirmacién es verdadera o falsa (es decir, su valor de
verdad) para saber que es una proposicién. Por ejemplo: “Hay vida extraterrestre” es una
proposicién, independientemente de que algunos crean que es verdadera y otros que es

falsa, puesto que claramente o bien existe vida extraterrestre o bien no existe.

Nuestro sencillo estudio de las proposiciones no tratara de establecer el valor de verdad
de una proposicién dada, lo que haremos es analizar el valor de verdad de unas en funcién

de los valores de verdad de las otras.

1.2 Conectivos Loégicos

Como dijimos a partir de proposiciones simples es posible generar otras, simples o
compuestas.
La propiedad fundamental de una proposicién compuesta es que su valor de verdad esta
completamente determinado por los valores de verdad de las proposiciones que la compo-
nen.
Estudiaremos las distintas formas de conectar proposiciones entre si, es decir como se pue-

de operar con proposiciones, y para ello utilizaremos los llamados conectivos légicos.



1.2.1 Operaciones Proposicionales

Definiremos las operaciones entre proposiciones, de las que se conoce su valor de verdad,

y veremos como asignar a la proposicién resultante el suyo.

Negacién
Dada una proposiciéon p, se denomina la negacién de p a otra proposicién denotada por

—p (se lee no p) que le asigna el valor de verdad opuesto al de p.

Por ejemplo:

p: Diego estudia matematica.

—p: Diego no estudia matematica.

Por lo que nos resulta sencillo construir su tabla de verdad:

Se trata de una operacién unaria, pues a partir de una sola proposicion se obtiene otra,

que es su negacion.

Otro ejemplo: La negacién de p: Santa Fe es una provincia argentina, es:

—p: Santa Fe no es una provincia argentina.



Conjuncion
Dadas dos proposiciones p y ¢q, se denomina conjuncién de estas proposiciones a la propo-

sicién p A q (se lee “p y ¢”), cuya tabla de verdad es:

H I H| < | < |
H| < | MH| < <
H i " < | >

La tabla que define esta operacién, establece que la conjuncién es verdadera sélo si lo

son las dos proposiciones componentes. En todo otro caso es falsa.

Ejemplos: Sea la declaracion:
5 es un numero impar y 6 es un nimero par

Vemos que esta compuesta de dos proposiciones a las que simbolizaremos por:
p:d es un niumero tmpar

q: 6 es un numero par

Por ser ambas verdaderas, la conjuncién es verdadera.

Ahora bien, sea la declaracién:

b es un numero impar y 7 es un numMero par

Esta conjuncion es falsa, ya que no son simultdneamente verdaderas las proposiciones

que la componen.



Disyuncion
Dadas dos proposiciones p y ¢, la disyuncién de las proposiciones p y ¢ es la proposicion

compuesta p V q (se lee “p 0 ¢”), cuya tabla de verdad es:

pVvyq

H H| < | <
H < | H| <<

V
\Y
v
\Y%
F

Ejemplos:
Cdrdoba es una provincia argentina o Uruguay es un pais latinoamericano.

El 3 es par o el 8 es primo.

Como vemos en la tabla y se desprende de los ejemplos para que la disyuncién sea
verdadera alcanza con que al menos una de las proposiciones que la componen lo sea,
o dicho de otra forma, una disyuncién serd falsa sélo si todas las proposiciones que la

componen lo son.

Disyuncion Exclusiva
Dadas dos proposiciones p y ¢, la disyuncién exclusiva de las proposiciones p y q es la
proposicién compuesta pV ¢ (también p@ ¢q), se lee “p 0 ¢ pero no ambas” (a veces p XOR

q), cuya tabla de verdad es:

p|lq|pYyq
V| V| F
VIF| V
F|V| V
F|F| F

Ejemplos:
El televisor estd prendido o estd apagado

La proposicion es verdadera o es falsa



Condicional (o implicacién)

Consideremos el enunciado: Si paga en efectivo obtiene un descuento
Este enunciado esta formado por dos proposiciones atomicas:
p: Paga en efectivo

q: Obtiene un descuento

Lo que nuestro enunciado original afirma es esto: si “pasa” p entonces “pasa” ¢, si p
es verdad, entonces ¢ también es verdad, o, dicho de modo maés sencillo, si p entonces q.
En el enunciado p — ¢, se dice que p es el antecedente y g el consecuente.

El condicional p — ¢ se lee “p condicional ¢”, “p implica ¢” o bien “si p entonces ¢”.

Un condicional siempre es verdadero, excepto cuando el antecedente es verdadero y el
consecuente falso.

Por lo tanto, su valor de verdad queda definido por la siguiente tabla de verdad.

by
V|V
V|F
F|V
F|F

<|l<|=l<]l

Otras expresiones que representan también la proposicién “si p entonces q” y que se

simbolizan por p — ¢:

p sblo si g

= gsip

p es condicion suficiente para q

q es condicién necesaria para p



Ejemplos:
- Obtiene el descuento si paga en efectivo.
- Es suficiente pagar en efectivo para obtener el descuento.
- Ser tucumano es condicién sufiente para ser argentino, pero no necesaria (podria ser de
otra provincia).
- Es necesario ser argentino para ser cordobés, pero no suficiente (no alcanza con ser ar-

gentino, es necesario pero ademas hay que nacer en algin lugar de Cérdoba)

Condicionales asociados

Se puede ver por medio de las tablas de verdad, que tanto la conjuncién como la dis-
yuncién tienen la propiedad conmutativa, es decir el orden de las componentes de una
conjuncién o de una disyuncién no altera su valor de verdad: es lo mismo p A ¢ que g A p,
y también es lo mismo p V ¢ que g V p. Pero, jocurre lo mismo con el condicional? ;Es lo

mismo p — ¢ que ¢ — p? La respuesta es que no.

El reciproco del condicional
Se dice que ¢ — p es el reciproco de p — ¢. El implicador no tiene la propiedad con-
mutativa y esto se aprecia en la comparacion de las tablas de verdad de p — ¢ y de su

reciproco ¢ — p:

plqg|pP—=q|q—=p
V|V A% A%
V|F F A%
F|V \Y F
F|F A% A%
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Vedmoslo con un ejemplo:
Sean p : Ahora llueve y ¢ : El suelo estd mojado, siendo, por consiguiente p — ¢ : Si ahora
llueve, entonces el suelo estd mojado. Veamos el reciproco de este enunciado: ¢ — p: Si el
suelo estd mojado entonces ahora llueve. Supongamos que p es falso, y ¢ verdadero, lo que

se corresponde con la tercera fila de la tabla anterior.
» p — ¢ (Si ahora llueve, entonces el suelo esta mojado) es verdadero.

» ¢ — p (Si el suelo estd mojado, entonces ahora llueve) es falso.

El contrarreciproco del condicional
Aunque un enunciado condicional y su reciproco no tienen los mismos valores de verdad,
si los tienen el condicional y su contrarreciproco.

El contrarreciproco del enunciado p — ¢ es —=¢ — —p. Vedmoslo comparando tablas de

verdad:
P49 || P|pP—=>q|q—>p
VI V| F|F \Y% \Y
VIF| V| F F F
F|V|F |V \Y A%
FIF| V]|V \Y% A%

Comparemos el mismo ejemplo: En el ejemplo anterior donde p: Ahora llueve, ¢: El
suelo estd mojado, p — ¢ : Si ahora llueve entonces el suelo estd mojado.
El contrarreciproco es =g — —p : Si el suelo no estd mojado entonces ahora no llueve,

que es légicamente equivalente al enunciado primitivo p — q.
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El contrario del condicional

Se dice que —p — —q es el contrario de p — q.

plqg|™p| g P—>q
V| V| F|F A%
VIF|F |V A%
F|V|V |F F
F|IF|V ]|V A%

El bicondicional

Ya hemos comprobado que p — ¢ no es lo mismo que ¢ — p. Puede ocurrir, sin
embargo, que tanto p — ¢ como ¢ — p sean verdaderos. Por ejemplo, si p: La Tierra es
plana, y ¢: El Sol es un planeta,
entonces tanto p — g como g — p son verdaderos, porque tanto p como ¢ son falsos. Es
necesario tener esto en cuenta para entender bien el concepto de bicondicional. Mediante
el bicondicional (++) lo que queremos decir es que un enunciado es a la vez condicién
necesaria y suficiente para otro. El bicondicional p < ¢, que se lee “p si y sélo si ¢”.
Asi, si digo que p: apruebo Filosofia y ¢: saco un 5 o més en el examen de Logica la féormula
p <> q significa apruebo Filosofia si y sélo si saco un 5 o mas en el examen de Légica.

La proposicién compuesta: apruebo Filosofia si y sélo si saco un 5 o mas en el exdmen de
Logica, se puede formalizar de dos formas equivalentes: (p — q) A (¢ — p), o bien p « gq.
En consecuencia, el enunciado p <+ ¢ queda definido por el enunciado (p — ¢) A (¢ — p).
Por esta razoén, el simbolo <> se llama bicondicional, y la tabla de verdad para p <> ¢ es

la misma que la de (p — ¢) A (¢ — p).

p
\Y
\Y
F
F

Hl<< | "<
<= |H=|< |3
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La doble flecha horizontal <> es el operador bicondicional.
Mirando con atencién la tabla de verdad deducimos que para que p <> ¢ sea verdadera,
tanto p como ¢ han de tener los mismos valores de verdad, y en caso contrario es falsa.

También de la observacién de la tabla notamos que es igual a la correspondiente a —(p ¥ q)

Formalizacién del bicondicional

El bicondicional puede tener varias expresiones equivalentes en lenguaje natural. Asi

p <> q es la formalizacién de las siguientes expresiones de lenguaje natural:
= psiy solosigq
= p es necesario y suficiente para ¢

Notar que p <> ¢ y ¢ < p tendrian totalmente los mismos valores de verdad, puesto
que ambas son coimplicaciones y por lo tanto si sus valores de verdad son los mismos,
son verdaderas, y son falsas en los demas casos. En consecuencia, podemos reformular los

enunciados anteriores intercambiando p y q.

Ejemplos del bicondicional

Ejemplos de bicondicionales verdaderos:

a. La Tierra es plana si y so6lo si el Sol es un planeta; si llamamos: p:La Tierra es plana,

sabemos que es Falsa y sea ¢: El Sol es un planeta, también es Falsa.

b. La Tierra es esférica si y sélo si el Sol es una estrella, sea p: La Tierra es esférica es

Verdadera, y sea ¢: El Sol es una estrella, también es Verdadera.
Ejemplos de bicondicionales falsos:

a. La Tierra es plana si y sdlo si el Sol es una estrella; si llamamos: p: La Tierra es

plana, sabemos que es Falsa y sea ¢: El Sol es una estrella, es Verdadera.

b. La Tierra es esférica si y solo si el Sol es un planeta, sea p: La Tierra es esférica, es

Verdadera, y sea ¢: El Sol es un planeta, en cambio, es Falsa.
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1.2.2 Equivalencia Légica

Decimos que dos proposiciones P y Q) formadas ambas por las mismas letras proposi-
cionales, son légicamente equivalentes, o simplemente equivalentes, si coinciden sus valores
de verdad para los mismos valores de verdad de las componentes.

Se nota como P < @, siendo P y @ formas proposicionales no necesariamente atomicas.
Importante: usamos la < para indicar la equivalencia, mientras que <+ simboliza al bicon-

dicional.

Propiedades
1.- Doble negacién: ——p < p
2.- Leyes conmutativas: a) (pAq) < (¢Ap) b) (pVq) < (¢VDp)
3.- Leyes asociativas: a) [(p Ag) AT < [pA(gAT)] D) [(pVe Vr]<[pV(gVr)
4.- Leyes distributivas: a) [pV (gA7T)] < [(pV @) A(pVr)] b) [pA(qgVr)] < [(pAQ)V (pAT)]
5.- Leyes de De Morgan: a) =(pV ¢) < (-pA—q) b) =(pAq) < (-pV —q)

6.- Implicacién: (p — q) < (—pV q)

Demostraremos una de estas propiedades, puede replicar la misma idea y probar el

resto de las equivalencias

Resolucién de 3.-a): Empezaremos considerando todas las formas posibles de combinar
los valores de verdad de las proposiciones atémicas: p,q y r. Para asegurarnos de que no
nos falta ninguna combinacion, el nimero de filas es igual a 2", donde n es la cantidad de
proposiciones atémicas. En nuestro caso 23 = 8. Lo recomendable es hacerlo de manera
ordenada, por ejemplo en la primera columna, considero la primera mitad verdadera y la
otra falsa, en la siguiente considero la mitad de la mitad verdadera y la otra falsa y asi

siguiendo...

14



plag|r |pAg|gnhr | (pAg AT | pA(gAT)
VIiV|V] VvV |V \Y \Y
V|V|F| Vv F F F
V|F|V| F F F F
V|F|F| F F F F
F|V|V| F \% F F
F|V|F| F F F F
FIF|V| F F F F
F|F|F| F F F F

Notar que las ultimas dos columnas coinciden los valores de verdad para los mismos
valores de verdad de las componentes p, ¢ y r. Entonces, si miramos la tabla del bicondi-

cional estaremos en la primera o cuarta fila, por lo que P < @ resultara verdadera.

1.2.3 Tautologia

Es aquella proposicién (compuesta) que es cierta para todos los valores de verdad de
sus variables. Un ejemplo tipico es el bicondicional entre p — ¢ y ~¢ — —p, verificamos
por medio de la tabla de verdad que es una tautologia, mirando el valor de verdad de la

ultima columna:

plag|-p|~q|p—=q|—~q—>-p]|(P—q < (~g—p)
VIV|F|F| V \% \%
V|F|F|V| F F \Y
FIV|V|F| V \Y \%
FIF|V|V]| V \% \Y%

Las tautologias son muy importantes en légica matematica ya que se consideran leyes en

las cuales nos podemos apoyar para realizar demostraciones.
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1.2.4 Contradiccién

A diferencia de la tautologia, que siempre es verdadera, aquella proposicién que siempre
es falsa para todos los valores de verdad, se denomina contradiccion. Una de las més usadas

y més sencilla es p A =p, como lo muestra su correspondiente tabla de verdad.

P|q|pAD
V| F F

F|V F

Ejemplo: Dada la proposicién p: La puerta es verde. La proposiciéon p A =p equivale a
decir que: La puerta es verde y la puerta no es verde.
Por otra parte, si una proposicién compuesta cuyos resultados en sus diferentes lineas de

la tabla de verdad, dan como resultado V y F le llama contingencia o contingente.

1.2.5 Razonamientos

Podemos ahora analizar o razonar el valor de verdad de proposiciones del tipo (P A
P, A ...NP,) — @, donde n es un nimero natural, las P; son las premisas (o hip6tesis)
coni=1,...,ny Q es la conclusion.

Por ejemplo:
1. Si el mayordomo es el asesino, se pondréd nervioso cuando lo interroguen.
2. El mayordomo no se puso muy nervioso cuando lo interrogaron.

Por lo tanto, el mayordomo es el asesino. jCudl es su valor de verdad?

Resolucion: Vemos que la primera premisa es una proposiciéon compuesta (condicional)
v la segunda también es compuesta por ser una negacién. Llamamos p : El mayordomo
es el asesino, y ¢ : El mayordomo se puso muy nervioso cuando lo interrogaron. En forma

simbdlica serfa: [(p — q) A —q] — p, lo que queremos analizar.
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Como sabemos que p — ¢ es verdadera y —q verdadera, en la tabla de verdad podemos
ver que ambas condiciones se cumplen solo en la ultima fila. Esto se verifica cuando p es

falsa, es decir, que —p es verdadera, y ... | el mayordomo no es el asesino!

pla|~qg|p—a| @9 Nq
VIV|F| Vv F
FIV|F| Vv F
VIF| V| F F
FIF| V| V \%

Con la practica se puede ver que no siempre es necesario construir toda la tabla de
verdad. En el siguiente ejemplo vemos una manera practica de encontrar el valor buscado,

ahorrando tiempo.

Ejemplo: Obtener el valor de verdad de la proposicién (p A q) A (r V s), sabiendo que
el valor de verdad de p es Falsa.

Resolucion: Sabiendo que p es Falsa, la conjuncién (p A ¢) también lo es, independiente de
que g sea V 6 F. Luego, la siguiente conjuncién (p A ¢) A (r V s) también lo es, indepen-

dientemente de los valores de las proposiciones r y s.

(Puede realizar la tabla de verdad para convencerse de este hecho. Note que de esta

manera tendrd que realizar una tabla con 16 filas).

1.3 Esquemas proposicionales en una indeterminada

En Algebra y Aritmética suele decirse que la siguiente expresion: x 4+ 2 = 5 es una
ecuacion.
Tal expresiéon no es una proposicién, pues no tiene sentido afirmar que sea verdadera o
falsa, pero existe algtin reemplazo de z por un nimero de modo tal que se transforma en

una proposicion.
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Por ejemplo, si reemplazamos x por 7 queda la expresién 742 = 5, es una proposicién,
la cual en este caso es Falsa. Si reemplazamos x por 3 queda la expresiéon 3 + 2 = 5, es

una proposicion, la cual en este caso es Verdadera.

Definicién: p(z) es un esquema proposicional en la variable o indeterminada x si y
sélo si existe, al menos, una sustituciéon de x por una constante que la transforma en pro-
posicién.

Esto es,“Existe por lo menos un nombre tal que la expresién obtenida sustituyendo la

indeterminada por dicho nombre, es una proposicién”.

Convencion: Llamaremos simplemente esquema en lugar de esquema proposicional. Las

indeterminadas suelen llamarse variables o incognitas.

Ejemplos
1. “La x es blanca” es esquema pues existe una constante “flor” que si ocupa el lugar de
la variable x produce la siguiente proposicién: “La flor es blanca”.
Que esta proposicién sea Verdadera o Falsa dependerd de cual sea la flor particular que
se estd eligiendo.
2. ;Qué es x? NO es un esquema, pues no hay constante que sustituida en la variable

produzca una proposicion.

Definicién: Si p(z) es un esquema en = y a es una constante, se llama valor
de p(x) en la constante a a la expresién obtenida de p(x) sustituyendo z por
a. E1 valor de p(z) para a se designa p(a).
Se llama conjunto Universal U, a un conjunto del cual se extraen las constantes para
reemplazar a la indeterminada.
Para vincular los esquemas proposicionales utilizamos los mismos conectivos ya estudiados
y con los mismos significados;

Vamos a definir al conjunto de valores de verdad de p, lo simbolizamos con V(p), al

conjunto formado por todas las constantes a que hacen verdadera la proposicién p(a).
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1.4 Cuantificadores: Universal y Existencial

Hasta ahora se ha visto un método para obtener proposiciones a partir de esquemas
p(x) consiste en sustituir la variable x por una constante adecuada a de tal forma que p(a)
sea una proposicién.

Hay otro método distinto que transforma un esquema en proposicién a partir del esquema

p(x), es el método de los operadores o cuantificadores.

Como vimos en los ejemplos, uno trata de reemplazar la incégnita por valores que
tenga cierto sentido como para obtener una proposicién, por ejemplo, si el esquema es
p(x) : x > 5, pensamos que z puede ser un nimero, y dependiendo de si z es 8 6 = es 2,
serd verdadera o falsa; pero no pensamos en reemplazar x por algin color del arco iris.

Esto nos conduce a la siguiente definicién:

Definicion de Conjunto Universal: Llamaremos de esta forma al conjunto de va-
riables que al reemplazar la z por un elemento de ese conjunto se obtenga una proposicion.
Lo notaremos por U y lo nombraremos por conjunto universal o, simplemente, universo.

Debe contener, al menos, un elemento.

Por medio de los cuantificadores podemos convertir en proposiciones a los esquemas

de la siguiente manera:
El cuantificador existencial,
“Para algtin x se verifica p(x)”
“Existe x tal que se cumple p(z)”
“Para al menos un x se satisface p(z)”

son proposiciones que se escriben como (3z)(p(x))

Ejemplo: Hay flores rojas.
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El cuantificador universal,

“Para todo x se verifica p(x)”
“Para cualquier = tal que se cumple p(x)”
“Para cada x se satisface p(z)”

son proposiciones que se escriben como (Vx)(p(x))

Ejemplo: Todas las flores son rojas.

Ejemplo
Vamos a escribir en forma simbdlica las siguientes proposiciones, (Necesitamos dar un

conjunto universal y luego los esquemas, ademéds de identificar el cuantificador):

= Hay numeros pares
Como la propiedad de ser par es una propiedad de los nimeros enteros podemos
tranquilamente usar como conjunto universal al conjuntos de los niimeros enteros.

Luego, si p(x) : x es par nuestra proposicién quedaria simbolizada por: (3z)p(z)

= Todos los numeros racionales son numeros enteros
Podemos usar como conjunto universal al conjunto de los nimeros racionales, luego
nuestra proposicion se puede simbolizar como:

(Vx)p(x) siendo p(x) : x es un nimero entero

Ahora, observemos lo siguiente: Si en lugar de elegir de universo al conjunto de los
numeros racionales elegimos al conjunto de los reales tendremos que tomar otras
proposiciones para simbolizar la misma frase (ya que hay que dejar claro que sélo
hablamos de los racionales y no de todos los elementos del conjunto, los reales).
Vamos a necesitar usar mas proposiciones y conectarlas.

Sean ¢(x) :  es un numero racional, y p(z) : x es un nimero entero, entonces Todos

los nimeros racionales son nimeros enteros se simboliza por: (Va)(q(x) — p(x)
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Alcance de un operador

Pensemos en el siguiente ejemplo:

(32)(v(z)) Ar(z) (%)

con v(z) : x esverde y r(x) : x es rojo
Vemos que el operador existencial se refiere tinicamente al esquema x es verde y NO a x es
rojo, o sea que el alcance del operador llega iinicamente al primer esquema, si quisiéramos

que alcance a los dos esquemas, tendriamos que poner

(32)(v(z) Ar(z))

0 sea, usariamos paréntesis.

Del ejemplo precedente podemos deducir que: La expresion “x es verde” es el esquema

més simple que aparece en (%) inmediatamente después del operador.

La expresién “x es verde A x es rojo”’, también es un esquema pero no es el mas
)
simple. La expresiéon “x es rojo” es un esquema también simple pero no aparece después

del operador.
Definicién: Se llama alcance de un operador en x al esquema més simple que

aparece inmediatamente después del operador, salvo que se presenten paréntesis, en cuyo

caso deben aplicarse las reglas habituales referentes al uso de paréntesis.
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Negacion de operadores

Sea la siguiente proposicién: (Vn)(p(n)) con p(n) : n es un ndmero primo, que en
lenguaje coloquial dice: Todos los nimeros con primos (la cuél sabemos es Falsa en el
universo de los nimeros naturales).

Vamos ahora a negarla: No es cierto que todos los numeros sean primos, —~(¥n)(p(n))

En lenguaje corriente esto nos dice que no todos los niimeros son primos que es lo

mismo que si dijéramos: algunos nimeros no son primos, y simbdlicamente

(3n)(n no es un nimero primo)

De lo anterior se puede deducir, y vale de manera general y no sélo el ejemplo que:

~(Vz)(p(x)) & (Fz)(-p(z))

De manera analoga se obtiene:
—(32)(p(z)) & (Vz)(=p(z))
Por lo tanto, en palabras decimos que:
La negacion de un cuantificador universal (existencial, respectivamente) es equivalente

a la afirmacién de un cuantificador existencial (universal) cuyo alcance es la negacién del

alcance del primero.
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1.5 Ejercicios

1.- Indicar cudles de las siguientes frases son proposiciones:
a) Un cuadrado tiene 3 lados.
b) x > 2.
c) Hoy tardé més de una hora en llegar.

d) El mes de abril del 2019.

2.- Expresar las siguientes proposiciones en forma simbdlica, negarlas y retraducir su
negacién al lenguaje coloquial:
a) Juana no es simpética pero sabe bailar.
b) Los alumnos estudian los fines de semana o se divierten.

¢) Si los alumnos conocen a los simuladores, entonces los desprecian.

3.- Construir las tablas de verdad de:

(ms Ap) V(s A -p)

4.- Consideremos las siguientes proposiciones p, ¢, 1, s.
p: Tobi es el perro de mi amigo
q: Tobi es un caniche
r: Tobi es un caniche que ladra todo el tiempo.

s: Tobi es un perro muy divertido

5.- Escribir con palabras del lenguaje coloquial, los resultados de las siguientes opera-

ciones:

a)pAq
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b) —qV —r
c) rAs

d)qVs

6.- Simbolizar las siguientes proposiciones:
a) Si 5 > 3 entonces 5 — 3 > 0.

b) Si A, B y C son ntimeros racionales tales que 2A+3B-5C = 0 entonces A=B=C=0.

6.- a) Pasar a la forma si ... entonces ... y simbolizar:
Es necesario ser argentino para ser presidente de la republica.
b) Expresar y simbolizar utilizando la palabra suficiente:
Si aprobé el examen entonces contesté bien el 40 % de sus preguntas.
c¢) Expresar y simbolizar utilizando la palabra necesario:

Pedro es argentino sélo si es americano.

7.- Establecer si las siguientes férmulas constituyen tautologias, contradicciones o con-
tingencias.
a) (pAq) A (g Ap)
b) (pVa)—p
c)(g—=p)Vp

8.- Encontrar proposiciones equivalentes usando las leyes de De Morgan y sustituciones
adecuadas:
a) pA—q
b) =(=p A q)
c)(pAg)Va
d) (pAg) A (g A —p)

9.- Determinar en cada caso si la informaciéon que se da es suficiente para conocer el
valor de verdad de las siguientes proposiciones compuestas. Justifica tu respuesta, realiza

de ser posible, el arbol.
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a) (pAq) =1, Tes V.
b) (pAg) = (pVr),pesVyresF.

c) (pVa) < (=pV—g), ges V.

10.- Expresar mediante cuantificadores, esquemas proposicionales, conectivos, ademaés
usar equivalencias logicas para expresar de manera condicional las siguientes proposicio-
nes:

Todos los hombres son mortales.

Hay algiin ntimero que no es primo.

11.- Sean los esquemas p(z) :x +4 =3y q(z) : 2> —1=0.
a) {Existe un universo en el cudl la proposicién (Vx)(p(z) A ¢(x)) resulte verdadera? Jus-
tifique.

b) Hallar un universo U en el cudl la proposicion anterior sea falsa. Justifique.

12.- A partir de los enunciados, simbolicelos y obtenga conclusiones:
a) Si Juan nacié en Mendoza entonces es argentino.
Juan Nacié en Mendoza.
b) Si Juan nacié en Mendoza entonces es argentino.

Juan no es argentino.

13.- Si x es una variable, decir cudles de las siguientes expresiones son esquemas:
a) Juan y z fueron al teatro.
b) x es perro.
c¢) Distancia del punto P a z es igual a 2. (El punto P es conocido)

d)xz>0Az <3.

14.- En cada caso decir si se trata de esquemas, en tal caso transformarlo en una pro-
posicién:
(a) Usando constantes adecuadas.

(b) Dar un universo y aplicar cuantificadores. Hallar su valor de verdad de la proposicién.
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1. P(n):n+1>n.

2. Q(n): n?+1

3. R(n):n? —3n+2=0.

4. S(n): n es un numero racional.

15.- Simbolizar utilizando esquemas, cuantificadores y conectivos logicos y dar un uni-
Verso.
a) Hay objetos rojos y ademds hay objetos verdes.
b) Hay ntumeros pares o todos los nimeros son multiplos de 3.
c¢) No todos los nimeros son multiplos de 5.
d) Todos los nimeros no son multiplos de 5.
e) Algunos hombres son aburridos.
f) Ninguna persona es perfecta .
g) No todo ntimero real es un ntimero racional.

)
h) Todos los niimeros primos son impares excepto el 2.

Negar las proposiciones anteriores simbdlica y coloquialmente.
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1.6 Teoria de Conjuntos

Un conjunto es la reunién de entes u objetos bien definidos y diferenciables entre si,
que en general tienen caracteristicas similares. Estos entes u objetos se llaman elemen-
tos del conjunto. Si ¢ es un elemento del conjunto A se denota con la relacién de

pertenencia a € A. En caso contrario, si @ no es un elemento de A se denota a ¢ A.

1.6.1 Formas de Expresar un Conjunto

» Diagrama de Venn
Seguramente esté familiarizado con graficos como el siguiente, donde el elemento

x € Ay el elemento y ¢ A.

A

= Expresado por Extensién
Cuando damos de manera explicita los elementos, es decir, se especifica cuales son

cada uno de los elementos de A. Por ejemplo: A = {1,3,5,7}

= Expresado por Comprension
Cuando expresamos la propiedad que define el conjunto. En el ejemplo anterior,

A ={x: x es un nro. impar menor oigual a 7} = {x : x es impar Nz < T}

Se lee = tal que x es impar y x es menor o igual que 7.

Considere {z : > 1 A 2.2 = 1} ;Es un conjunto, qué elementos tiene?

Ejemplos de Conjuntos muy utilizados en matematica.

= Ya vimos en ldgica, al conjunto universal o universo, que contiene a todos los ele-

mentos en un determinado contexto. Notado por la letra U.
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» El conjunto vacio, es aquél que no contiene elementos. Se nota () 6 sélo con {}.

» Conjuntos numéricos: nimeros naturales, enteros, racionales, irracionales, reales, que

desarrollaremos en el siguiente médulo.

1.6.2 Relaciones entre elementos y conjuntos

Sean A y B dos conjuntos. Diremos que:

= A estd contenido en B 6 A es un subconjunto de B, si todo elemento de A es
también un elemento de B. En simbolos A C B siy sélo si se verifica el condicional

(Vx)(x € A— x € B)

= Los conjuntos A y B son iguales, siy sélo si tienen los mismos elementos. En simbolos

A = B siy s6lo si se verifica el bicondicional (Vz)(z € A <+ x € B)

Como verd, hay una relacién entre la contencién y el condicional. ;Cémo expresaria
entonces la igualdad? Utilice esta deduccién para comparar los siguientes conjuntos: A =

{2,3}, B={z:2(z—-3)=0} C={z:2(x—3)(x — 1) =0}

1.6.3 Operaciones con Conjuntos

1.6.3.1 Interseccién
Dados los conjuntos A y B, se define el conjunto ANB que llamaremos interseccion de
Ay B, como el conjunto formado por los elementos que son comunes a ambos conjuntos.

ANB={z:z€ ANz € B}

1.6.3.2 Unidén
Dados los conjuntos A y B, se define el conjunto A U B que llamaremos unién de A

y B, como el conjunto formado por los elementos que pertenecen a uno u otro conjunto.

AUB={z:x€ AVz e B}
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1.6.3.3 Diferencia
Dados los conjuntos A y B, se define el conjunto A — B que llamaremos diferencia
entre A y B (en ese orden), como el conjunto formado por los elementos de A que no

pertenecen a B. A—B={x:x€ ANz ¢ B}

1.6.3.4 Complemento
Si A C B, se define el complemento de A con respecto a B como el conjunto

formado por los elementos de B que no pertenecen a A. CpA ={x:x € BAxz ¢ A} En

particular, si B = U, decimos directamente el complemento de A, sin necesidad de aclarar

respecto a quién. En general, usaremos B = I y simplificamos la notacién usando: A“.
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1.6.4. Relacién entre la teoria de conjuntos y la légica proposicional

Como habran notado, existe una relacion muy estrecha entre la Teoria de Conjuntos
v la Loégica Proposicional.

Para mostrar dicha relacién, podemos completar el siguiente cuadro:

Conjuntos ANB CyA A-B

Proposiciones aVb|a—b a+b

Ademds, el conjunto vacio se corresponde con una contradiccion y el conjunto universal
con una tautologia.
Mediante esta correspondencia, todos los resultados sobre conjuntos se pueden reescribir

en términos de légica proposicional y viceversa.

Propiedades:

1. Idempotencia: AUA=A; ANA=A
2. Absorcién: AU(ANB)=A; An(AUB)=A
3. Distributiva: AU (BNC)=(AUB)N(AUC); AnN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)
4. Complementariedad AUCyA=U ; ANCyA=10
5. Cy(CyA) = A

1.7 Ejercicios

1. Escriba por extensién los siguientes conjuntos:

A ={x: x es una letra de la palabra FACULTAD}
B = {x: z es una cifra del nro. 3,502,332}
C = {z : z es un diptongo de la palabra VOLUMEN }

2. Dados los conjuntos A = {1,2,3}, B = {1,2,4,5}, C = {2,4}, calcule los conjun-

tos ANB, AUB, A— B, CgC, B— A, ANBNC, A—(B—C), (A-B)—C, B—-C.

Compare los resultados y obtenga conclusiones posibles.
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3.- Considerando como conjunto Universo a aquel comprendido por todas las letras del
alfabeto castellano, y los siguientes conjuntos:
A=x:x es vocal B=a,e,o C=i, u D=x:x es letra de la palabra murcielago E=x:x es

consonante

Dar por extensiéon: ANB, AUB,A—B,CUD, E— A, FE—D

4. Complete las proposiciones siguientes con los simbolos € o ¢:

2 {1,3,57}, 5 {2,456}, 2 {4,56,7}, 0 0, 1 {1,2}—{1,6},
Parfs {x: x es el nombre de un pais}, 2 {1,2} —{1,6}, 2 {1,2}nN{1,6},
Jujuy {x: x es provincia Argentina}, 2 {1,2}U{1,6}, « {{a}}, {a} {{a}}

5. {Como puede traducir las leyes de De Morgan con la notacién de conjuntos?

6. Sean A y B dos conjuntos no vacios tales que A C B. Determinar, si es posible, el

valor de verdad de los siguientes enunciados. Justificando la respuesta.

dz (x € ANz ¢ B)

Jz (x€ BAx ¢ A)

Ve (t ¢ B—x ¢ A)

Ve (x ¢ A— x ¢ B)

7. Sean A, B y C conjuntos tales que A C By B C C. Sabiendo que a € A,b € B,c €

C,d¢ Aje¢ By f ¢ C, jcudles de las siguientes informaciones son ciertas?
aeC b¢g A be A
cg A e¢ A féeA
deB feCyC ceC-B
acCNB beCpA d¢ AnC
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CAPITULO 2: Conjuntos Numéricos

La historia de los niimeros arranca con los naturales, los que utilizamos para contar

({1;2;3;....}).

Los nimeros negativos, las fracciones, los irracionales tuvieron que ser “creados”, (des-

cubiertos) y la motivacién fue responder preguntas que no tenian respuesta.

Con los ntimeros naturales podemos enumerar objetos, contar monedas y sumar vacas
o cabras. Sumar cantidades enteras sencillas nos da una cantidad entera (positiva).
Al igual que la suma la operacion de multiplicacion genera cantidades enteras, es decir

otro nimero natural.

Sin embargo, restar o dividir puede traer problemas.
Si hacemos 6 dividido 2 obtenemos el entero positivo 3, pero si dividimos 2 por 6 tendre-
mos % que no es un entero, es la tercera parte de un entero, es una fraccion .
Desde siempre hubo preguntas acerca de los nimeros naturales (o enteros positivos) que

no podrian resolverse sin las fracciones, fue necesario “agregarlas”.

Esta misma necesidad de resolver problemas sin respuestas en los ntimeros naturales
llevé a los hindies a “inventar”, descubrir los nimeros negativos. Mientras que restando
2 al 6 obtengo el 4, restando 6 al 2 obtengo un elemento que no es un niimero natural. La

solucion estaba mas alld de los naturales.
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Se dice que es “impensable” para los matema&ticos no poder responder todas las pre-

guntas. Esto es lo que llamamos COMPLETUD.

Para responder algunas de esas preguntas sin respuesta, para alcanzar esa completud
es que los griegos incorporaron los nimeros irracionales.
Ellos sabAan que v/2 (la longitud de la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo con catetos
de longitud 1) era aproximadamente % pero nunca pudieron encontrarla fraccién exacta
ya que no existe. Descubrieron un nimero que no podAa representarse como una fraccién
pero era un nimero necesario para contestar una pregunta ; Cual es la raiz cuadrada de
22.

La necesidad de completud hizo que se adicionaran nuevos ntimeros.

Y cuando los matematicos creyeron que ya habian descubierto todos los nimeros del
universo, cuando pensaron que los podAan ubicar en la una recta infinita con el centro
en 0 y que se habia por fin logrado la completud tan ansiada, surgieron nuevas preguntas
que los nimeros (reales) no podian responder: ; Cual es la raiz cuadrada de —17
La solucién del matemético e ingeniero italiano Raffaele Bombelli fue inventar un nuevo
numero que simplemente se definia como la respuesta a esa pregunta. La raiz cuadrada de
—1 es ¢ un nuevo nimero llamado imaginario.

(No estudiaremos este dltimo conjunto de nimeros en este curso )

Este moédulo tiene por objetivo recordar y clarificar las propiedades de las operaciones
en los conjuntos numéricos que se consideran imprescindibles para las materias siguientes.
Al finalizar el mismo el alumno debe ser capaz de:

a) Identificar los distintos tipos de ntimeros

b) Aplicar correctamente las propiedades de las operaciones.
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2.1 Ndameros Naturales: (N)

Este conjunto de niimeros existe desde que el hombre tuvo la necesidad de contar, por
ejemplo, su ganado. Es el primer conjunto de niimeros que aprendemos, posee infinitos
elementos y aparece como su nombre lo indica en forma natural. Este conjunto, simbolizado
con la letra N, tiene como elementos:

N= {0,1,2,3,4,...} y asi continta indefinidamente.

Consideremos las dos operaciones fundamentales en N, suma y producto, y veamos sus
propiedades:
1) La suma de dos niimeros naturales es un nimero natural. En este caso, se dice que el
conjunto de los niimeros naturales es cerrado para la suma.
2) El 0 es tal que sumado con cualquier otro niimero no lo modifica. Se dice que el 0 es el
neutro para la suma.
3) Si se consideran 3 nimeros naturales la suma de los dos primeros mas el tercero resulta
igual que si al primero se le suma el resultado de la suma de los otros dos. Se dice que la
suma de numeros naturales es asociativa
4) Si a un nimero natural le sumo otro, se obtiene el mismo resultado que si al segundo

le sumo el primero. Se dice que la suma de nimeros naturales es conmutativa.
Orden Usual

Con los naturales también se pueden expresar ordenamientos, por ejemplo: se ordenan
los planetas a partir del Sol, la Tierra es el tercero y Marte es el cuarto.
Ademsds dadas dos colecciones de objetos se pueden comparar sus cantidades: La Tierra
tiene menos satélites que Jupiter.

Surgen las siguientes preguntas: ;N tiene primer elemento?, jcudl es?, jtiene tltimo
elemento?

Dados a € Ny b € N se cumple: (a <b)V (a>0b)V(a=0D).
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2.2 Niameros Enteros: (Z)

Dijo Leopold Kronecker, matematico y légico del siglo XIX, “Dios hizo los niumeros

enteros; todo lo demds es obra del hombre”

En N, la resta (por ejemplo, a — b) sblo esta definida si el minuendo (en este caso
serfa a) es mayor o igual al sustraendo (en este caso, b). Para que dicha operacién no
sea tan restringida se cred el conjunto de enteros negativos (notado por -N). Para ello
para cada n € N se introduce el opuesto de n, notado —n. Y asi decimos que el con-
junto de los nimeros enteros (que se nota con Z, por que en aleman nimero es Zahlen)

es la unién de los naturales y sus opuestos Z = N U (-N) . Ademas se cumple: n+(—n) =0

Los ntimeros negativos se consideran menores que 0 en el orden usual de los enteros.

A los naturales se los llama enteros positivos, siendo mayores o iguales que 0.

Ley de Monotonia

Sean a, b y ¢ nimeros enteros tales que a <b—a+c<b+c

Numeros Pares e Impares
Dentro del conjunto de los enteros se distinguen dos subconjuntos cuya unién compo-

nen a Z, ellos son el conjunto de los nimeros pares y el conjunto de los ntimeros impares.
Definicion: Un nimero entero n es par si y sélo si existe un entero k tal que n = 2k.

Definicion: Un numero entero n es impar si y sélo si es el siguiente de un nimero

par. Por lo tanto, si n es impar se cumple que n =2k + 1, con k € Z.

Divisibilidad
En muchos problemas es necesario saber si el reparto de varios elementos en diferentes
grupos se puede hacer equitativamente, es decir, si el nimero de elementos dividido entre

el nimero de grupos serfa una divisién entera.
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Al dividir un ntimero n € Z entre otro numero d € Z, la divisién sea exacta sin resto,
diremos que n es multiplo de d, que n es divisible por d, que d es divisor de n, o que
d divide a n.

En este caso, existe un tercer entero (cociente) ¢, tal que n = c.d. En general, aplicamos

la divisibilidad a ntimeros enteros, pudiendo ser positivos o negativos.

En sfmbolos: Sean n € Z, d € Z, decimos que d divide a n si ¢ € Z tal que n = c.d.

Se nota d|n.

Otro concepto importante en la teoria de Nimeros Enteros es el de nimero primo.
Los ntumeros primos han adquirido importancia més alld de la matematica tedrica, cuan-
do por la década del ’70 se comenzaron a utilizar para generar claves para el envio de
mensajes cifrados. Esta drea llamada criptografia se desarrolla gracias a la ciencia de la

computacion y la mayor capacidad de calculo de las computadoras.

Definicion: : Un ntimero entero se dice primo si tiene exactamente 4 divisores: la

unidad, el propio niimero y sus respectivos opuestos.

Recordemos cémo se factorizaba un ndmero para hallar el m.c.m. (minimo comin
multiplo) y el M.C.D. (méximo comun divisor), si queremos calcular el m.c.m.(8,12) y el

M.C.D.(8,12), necesitamos conocer la factorizacion de 8 y de 12:

8|2 12| 2
4 6 | 2
8=2x2x2 12=2%x2x3
212 3 |3
1 1

Luego, el m.c.m.(8,12) = 2x2x2x3 = 24 (24 es el menor nimero tal que 8/24A12|24);
y el M.C.D.(8,12) = 2 x 2 (4 es el mayor nimero tal que 4|8 A 4/12).
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*S¢é la envidia de tus amigos con tus conocimientos del minimo comin multiplo™®
Un grupo de amigos estd organizando la juntada del finde y quieren comprar bebida. Deciden
comprar los packs de 6 latas de manera tal que todos tengan el mismo nimero de latas.
Con el m.c.m. pueden calcular cuantos packs comprar , teniendo en cuenta el nimero de latas que
se incluyen en cada pack y el niimero de amigos que sean.
Por ejemplo, cada pack trae 6 y si son 15 amigos.
El m.c.m. [6, 15] = 30, es decir 30 latas serian necesarias

Por tanto, 30 : 6 por pack = 5 packs son los que hay que pedir.

2.3 Numeros Racionales: (Q)

La operacion de dividir no es siempre posible en el conjunto Z de los niimeros enteros.
Puede efectuarse 12:4 pues existe un entero, el 3, tal que 4.3 = 12. Pero, no ocurre lo mis-
mo con 4:12 6 - 3:7, por lo tanto esta imposibilidad nos conduce a ampliar a Z definiendo

un conjunto en el que la division sea realizable en dicho conjunto.

La idea de nimero racional como relacion entre dos enteros fue utilizada por los pitagdricos en
el siglo VI a. de C. Antes, los babilonios y los egipcios utilizaron algunas fracciones, las que tenian
como numerador 1.

Se cree que el origen estd vinculado al pan. En el antiguo Egipto necesitaban repartir el pan entre
la gente, como habia mff/‘s personas que panes recurrieron a las fracciones, pero estas fracciones
eran de la forma %, siendo n un numero natural.

Después fueron los hindies, quienes formalizaron las reglas para ejecutar las operaciones entre
numeros fraccionarios. En Occidente tuvieron que pasar muchos siglos hasta que los musulmanes
introdujeron su sistema de numeracion, conocido como indo ardbigo. Sin embargo, no fue hasta el

Siglo XIII cuando Leonardo de Pisa (Fibonacci) introdujo el concepto de nA%meros quebrados o

nA°meros druptusd, empleando ademds la raya para separar el numerador del denominador.

Vamos a definir ahora formalmente este nuevo conjunto que se denomina conjunto de
los nuimeros racionales y se simboliza con la letra Q (la letra Q proviene Quotient que

significa cociente).

Q={T":-mZLAn€Z A #0}
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Los ntimeros racionales pueden sumarse, restarse, multiplicarse y dividirse y el resul-
tado es un nimero racional es decir, las operaciones son cerradas en Q.
En Q se definen la suma y el producto de forma que las propiedades de esas operaciones

ya definidas en Z, se conserven:

Dados E(@/\gE(@sedeﬁnelasuma%—F%zM

[SEIS]

y el producto 7.5 = 35

f=al

Se dice que 3 y § son equivalentes si y sélo si a.d = b.c.

Ejemplos

9 .
—5 es equivalente a -3.

3 1 —6 .
155 10 —21 Son equivalentes.

Una operacién entre racionales no se modifica si reemplazamos uno de ellos por otro
que sea equivalente.
Propiedades:

a) Ley de cierre.

¢) Conmutativa.

d) Existencia del neutro.

)

b) Asociativa.
)

e) Existencia del opuesto.

f) Existencia del inverso para todo elemento no nulo.

g) Propiedad distributiva.

Orden en Q
Dados 7 € QA 5 € Q, bAd > 0 se dice:
7 es menor o igual que 5 y se anota 7 < ¢ siy s6lo si a.d < b.c.

De manera anéloga, se define el mayor o igual (queda de tarea escribirla).
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2.4 Nameros Irracionales: (I)

El concepto de ntimeros irracionales proviene de la Escuela Pitagérica , que descubrié
la existencia de nidmeros irracionales (que notaremos con la letra I), es decir que no es
racional. Es posible que este descubrimiento se produjera al intentar resolver el problema
siguiente:

Si se traza un cuadrado cuyo lado mida la unidad, es decir 1, y se intenta calcular lo
que mide la diagonal utilizando el Teorema de Pitagoras E| . { Cuanto mide la diagonal?

Este tipo de niimeros irracionales son aquellos que no pueden expresarse como cociente
de dos enteros 7 con n # 0. Cuando en Q hacemos la cuenta de m dividido n obtenemos
una expresién decimal, que puede ser finita (por ejemplo, % es 3 0 g es 2,5, hay finitos
numeros después de la coma) o puede ser infinita peridédica (por ejemplo, % es 0,6, el 6
se repite infinitas veces). Es decir, si un ntimero no es decimal exacto y no es decimal

periédico, no representa a un nimero racional.

Entre los irracionales més conocidos podemos citar: 7, \/p (con p primo), e.

!(asociado a Pitdgoras por ser quien lo demostré aunque ya era usado por chinos y babilonios milenios
antes), se dio cuenta que los nimeros estén en todas partes, desde la armonia de la musica hasta en las

6rbitas de los planetas, y esto lo llevé a decir: ”todo es niimero”.
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2.5 Niumeros Reales: (R)

Se llaman nimeros reales aquellos niimeros que son racionales o irracionales. Al con-

junto de todos ellos lo notaremos con R.

R=l R

O | =&

El hecho de que los nuimeros reales son la union de los racionales e irracionales nos
indica que hemos completado la recta real sin dejar “agujeros”. En la recta real se defi-
nen ciertos subconjuntos que se denominan intervalos. Definimos un intervalo entre dos
numeros reales a y b al conjunto de todos los reales comprendidos entre a y b. Los nimeros
a y b se denominan extremos del intervalo, y pueden o no pertenecer al mismo. Veamos

algunos ejemplos:

(a,b) = {x:a <z Az < b} intervalo abierto;
(a,b] = {z :a <z Az < b} intervalo semiabierto en a y cerrado en b;
[a,b] = {x :a <z Ax < b} intervalo cerrado;
b) = {z : © < b} semirecta abierta en b;

m?
[a,00) = {z : a < z} semirecta cerrada en a.

Sobre R definimos dos operaciones: Suma (+) y Producto (.) de la manera usual y una

relacién de orden (<).
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2.5.1 Potencia de un niimero real y exponente entero

Cuando queremos indicar productos de factores iguales, generalmente usamos la no-
tacién exponencial. Recordemos que si a € R y n € N, n # 0, entonces a” = a.a.qa.....a
n-veces, donde a es la base y n es el exponente.

Por convencion si a # 0, a™" = ain

Yaque a ma” =a """ =a" =1

Y la regla de las potencias de igual base sigue siendo valida.

Propiedad de las potencias: La potencia es distributiva respecto al producto y al
cociente.

Seana € R,be R yneZ.

(a.b)" = a™.b"

(5)" = %=

Resulta muy simple sistematizar el producto, cociente y potencia, de potencias de igual

SallS]

base.

— n—m
W—a ,(1750

(an)m = g™

Una pregunta que surge es la siguiente: ;la potencia es distributiva respecto de la
suma?
La respuesta es NO, veamos un ejemplo:
(2432 =52=25
en cambio, 22 +32 =44+9 =13
sabemos que 25 # 13 entonces: (a 4+ b)" # a™ + b™
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2.5.2 Radicacién

Es la operacion inversa de la potenciacién.

Definicion: Sean b€ Ry n € N, n > 1, dc tal que c.n = b y este niimero c es llamado

la raiz n-ésima de b

=bsc= b

Ejemplos: /—64 = —4 pues (—4)3 = —64
/36 = 6 pues 62 = 36 pero también /36 = —6 pues (—6)2 = 36.
Convencién: en un ejercicio si vemos escrito /36 consideramos la solucién positiva, es
decir 6. Pero si estamos resolviendo una ecuaciéon o problema, debemos considerar ambas

soluciones o dependera la respuesta del contexto.
Veamos ahora si existe alguna restriccion para la radicaciéon en R.

Supongamos que se desea calcular /—9, o sea buscar un numero b € R tal que

b=+/=9 < b> = —9.Y tal niimero no existe pues b? es positivo siempre.
En consecuencia, si se trabaja en R:
{/a existe, si (a € Ry n esimpar) 6 (a >0y n es par).
Entonces, jes siempre posible simplificar una raiz?

Propiedades de la radicacion:

Dados a € R, b € R tales que existen {/a y /b se cumple:

vVa.b= C/&%
V@:Lﬁ
b Vo

Respecto de la suma y la resta: Va +b# a+ b
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Reiteramos, para evitar la ambigiiedad al simplificar, se debe tener en cuenta el valor

aritmético de la raiz. El valor aritmético de la raiz n-ésima de a™ es:

a, st n esimpar
n

a” =

la|, sin es par

En particular, Va2 = |a|.

2.7 Ejercicios

1.-a) Sea A=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Hallar los elementos primos de A. Justificar.
b) Si un nimero es primo, jqué se puede decir de su opuesto?

c¢) Hallar la descomposicién en primos de los nimeros 340 y 195.

rolw
~Jlon
o

—12 9 2 -3
2.- Ordenar de menor a mayor —*=,3, %, —1, 5, 5,
3.-)Sea —4<m<2
a) Hallar m € Z tal que se cumpla lo anterior.

b) Idem si m € Q.
4.- Probar que entre dos niimeros racionales distintos, hay otro racional.

Importante: Esta propiedad muestra que siempre habra un nimero racional entre dos,

por muy préximos que estén. Por lo tanto se dice que el conjunto de los racionales es denso.

5.- Dados a € R,b € R A ¢ € R. Probar:
a)a>b—a+c>b+c
b) (a>bAc>0)— ac>bc

c) (a>bAc<0)—ac<b.c
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6.- Probar que, para todoa € R,b € R,a > 0,b>0,a > b < a.a > b.b

7.- Analizar la validez de la siguiente afirmacion:

“Sia.b=0—a=0Vb=0". ;Vale la reciproca?

8.- En los siguientes cédlculos se han cometido errores al aplicar propiedades. Indicar

dichos errores y corregirlos.

a) (132.1)_3.175)2 = (b4)2 = b6 suponemos b # 0
4

a2
b) (2_3))2 = ;%66 = 1 suponemos a # 0
74 (72)°
c) (7(9>2) =L =Tt =

d) (7—-14)° +5°=1

9.- Aplicando las propiedades de la potencia, probar que:

1027+1)?

b) 227 (2241 4 2m+2) = 39

10.- Calcular:

(-9.C-2°
) ey
4

b [(1-3)7] 1=
0,27 25 _

) (o) 7 V16T
5./

d) ﬁé;f? =

11.- Responder si es V 6 F y justificar:
a) 3 <a<25— (i)2<a2<252

b) -3 < —a< 3 = (-3)*< (—a)? < (3)°

44



12.- Calcular:
a) V5.5 — V2.v/4 =
b) (1+v5)" —v20 =
c) \4/47—\4/3(14-6/871):

13.- jSon correctas las igualdades?

a) V50 = 5.4/2
b) V12 = 3.2
c) V64 =2.9-2

14.- Responder V 6 F y justificar: Si
a) (a.b)? = a®.b?

b) (a —b)? = a? — b2
c) (%)2:‘;—;conb7ﬁ0
d) (a+b)%? = a® +2.a.b+b?

15.- Para los siguientes incisos, vamos a suponer que estan definidas las raices, es decir,

se pueden realizar las operaciones en los reales. Responder V 6 F. Justificar
a) Va+b=+a+b
b) Va.b= /a. Vb
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CAPITULO 3: Expresiones Algebraicas.
Ecuaciones, Sistemas de Ecuaciones Lineales y

Mixtos

Este médulo tiene por objetivo el familiarizarse con el lenguaje algebraico, que nos

permite de manera simple, hallar relaciones, propiedades y resolver problemas.

3.1 Expresiones Algebraicas

Una expresion algebraica es cualquier combinacién de nimeros representados por
letras o por letras y cifras vinculados entre si por operaciones de suma, resta, mul-
tiplicacién, divisidn, potenciacion, radicacién. Ejemplos de expresiones algebraicas son:

3a+%,2x2+3x+5,\/5x2—xi+6, 3zy + .

Las expresiones algebraicas deben operarse convenientemente con el fin de convertirlas
en expresiones equivalentes méas sencillas, como vimos en el caso de racionalizacién. Una
diferencia entre el algebra y la aritmética, recide en que en esta iltima trabajamos con
operaciones entre niimeros y obtenemos otro niimero, como vimos en parte del capitulo 2,
por ejemplo, (7—14)°+5° = 1. En cambio en expresiones algebraicas, como ser (b*)? = b'6
del mismo ejercicio del capitulo 2, nos d4 como resultado una familia de soluciones que

dependen del valor de b.

46



Ejercicio:
1. Indique en cada caso, cudl/cuales expresiones algebraicas es/son equivalentes a la
dada (justifique):

a) 22 ()% ()2 (i)
b)a%e (i) 2 (a2t (i) (2?)"
o) by () hF ()T (iAo

d) 2?2 — 222242 (1) -2 +1  (i)z®D 4+ 2 (iii)—22 + 2

e) 172351 + ﬁ (1) 12351 (u)x(Qaj_—xf)) (111)13?
f) 3zy? — 2%y + By(zy) (i) 3(zy)* + by +5y*  (ii)7zy  (iii)8zy? — ya?
Clasificacién de las Expresiones Algebraicas

En el siguiente diagrama se presenta la clasificacion de las expresiones algebraicas:

/-Wm \

RACTONALES IRRACTONALES
Cuande ta variable no es Cuande ba varialile es
afectada per el signe de afectada per el signe
Viciid de wadlicacid
ENTERAS FRACCIONARIAS
Cuande ta Cuande ba vavialile
variafile ne es e afectada por el
afectada pox el signe de ta divisidn,
signo de es decit, vemes
dinisidn fraccianes.
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3.2 Ecuaciones

Definiciéon: Una ecuacién es una relacion de igualdad entre cantidades, algunas de
ellas desconocidas, llamadas incégnitas.Una solucién de una ecuacién algebraica con
una incégnita x es un valor « tal que al reemplazar x por a en la ecuacién esta se trans-

forma en una identidad numérica.

3.2.1 Ecuaciones Lineales

Decimos que la ecuacion ax + b = 0 es de una ecuacién de primer grado con una

sola incognita.
Resolver una ecuacion significa determinar si tiene solucién y en tal caso hallarlas.

Ejemplos
(a) 3x — 9 = 0, tiene solucién z = 3.
(b) 2z + 1 = 2z, no tiene solucién.

(¢) (x — 1) =5 tiene solucién x = 6.

Ejemplo de resolucion:
Sea la ecuacion: 2z + 4 = 12, si resto 4 a ambos miembros:
2r +4 — 4 =12 — 4 entonces 2z = 8. Si multiplico por % ambos miembros:

%,256 = %,8, entonces x = 4.

Para resolver la ecuacién ax + b = 0 se deben utilizar operaciones elementales y las

propiedades de los niimeros reales. (Es lo que por lo general llamamos pasajes de términos).

3.2.2 Sistemas de Ecuaciones Lineales

Cuando uno trabaja con problemas aplicados, por lo general, tenemos varias cantidades

desconocidas, y también varias condiciones que las verifican, es decir, que ya no tenemos
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una ecuacion sino un sistema de ecuaciones.

En este curso veremos sistemas de ecuaciones lineales (todas las ecuaciones involu-
cradas tienen grado 1) o sistemas de ecuaciones con una ecuacién de grado 2.

A esta altura del capitulo no le sorprenderda que dado un sistema de ecuaciones puede
tener solucién o no. Pero, jcémo los resolvemos? Consideraremos el siguiente sistema de

ecuaciones lineales:

rT—y=2
3r—y=1

Veamos dos métodos para resolver los sistemas de ecuaciones.

3.2.2.1 Método de Sustitucion

Consiste en “despejar” una de las incognitas de una de las ecuaciones y reemplazarla

otra. Resolvamos el ejemplo:

T—y=2

3r—y=1
Podemos facilmente despejar = de la primera ecuacién, sumando y a ambos lados de la
igualdad,

r=24+y

3r—y=1
Si reemplazamos la primera ecuacién en la segunda, obtenemos una tinica ecuacién con
una unica incégnita,

3(24+y) —y=1 aplicamos distributiva, 6 +3y —y =1

Resolvemos la ecuacién lineal (verifique), y tenemos como solucién: y = _75; pero no
nos olvidemos de la z... para ello volvemos a la primera ecuacion, donde despejamos

x:2+y—>x:71
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3.2.2.2 Método de Suma y Resta

Por medio de sumar (o restar) las ecuaciones, se “elimina” una de las incégnitas, a
veces es necesario multiplicar por una constante una de las ecuaciones. Resolvamos el
ejemplo anterior:

r—y=2
3r—y=1
Podemos facilmente restar ambas ecuaciones, por ejemplo a la ecuacién 2 le restamos la
primera (esto se traduce en multiplicar la ecuacién 1 por -1, y sumarlas), eliminando la
incégnita y, hagamoslo:
—x+y=-2
3r—y=1
Sumando obtenemos una tinica ecuacién con una tnica incégnita,

— _ -1
e=—-1—-z=5

Si en cambio, si multiplicamos la ecuacién 1 por -3 y sumamos, es decir, tendriamos el

sistema:
—3rx+3y=—6
Jr—y=1
Sumando obtenemos una Unica ecuacién con una Unica incégnita,

— _ =5
y=-H—-y=5
Anidlogamente, si en el sistema [I] a la primera ecuacién le restamos la segunda, sélo nos

queda la incégnita x, obteniendo 2z = —1, entonces x = _71
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Ejemplo: Problema de aplicacién “Hace dos anos la edad del padre era cuatro
veces la edad del hijo. Dentro de dos anos, edad del hijo serd la tercera parte de la edad

del padre. Hallar las edades actuales.”

Resolucion:
Luego de las lecturas necesarias, identificamos las incégnitas: p = “edad del padre hoy” y
h = “edad del hijo hoy”. Hay que ser lo mas claros posibles al escribir las variables, NO

es correcto decir: p=padre.

Planteamos el sistema de ecuaciones:

p—2=4(h—2)
_ pt+2
h+2="0=

La primera ecuacién nos sittia dos anos atras, y por eso a las edades actuales les restamos
2; analogamente cuando pasen 2 anos le sumamos 2 a ambos, ya que el tiempo pasa de
igual forma para ambos.

Resolvamos el sistema de ecuaciones, por ejemplo, usemos el método de sumas y

restas. Para esto debemos ordenar el sistema.
p—4h = —6
Frth=3
Multiplicando la segunda ecuaciéon por 3 y sumando eliminamos p.

Resolviéndolo (completar) llegamos a que h = 10, y luego, por la primera ecuacién p = 34.

Solucién: las edades actuales del padre y del hijo son 34 y 10 anos respectivamente.

51



3.3.3 Ecuaciones Cuadraticas

Un polinomio cuadratico es una expresion algebraica que tiene la siguiente forma:
P(x) = az? + bx + ¢, donde a, b, ¢ son nimeros reales, a # 0.
Como en el caso anterior, si igualamos el polinomio a 0, es decir, P(x) = 0, se obtiene una

ecuacion cuadratica:
ar’+br+c=0

Esto puede seguir para ecuaciones cibicas (o de grado 3), y asi, siguiendo el término de
mayor grado. En este curso sélo resolveremos las de grado 1 y 2, las de grado superior
para encontrar la solucién buscamos factorizar por los casos ya mencionados.

Pero falta responder la pregunta: ; Cémo resolvemos una ecuacion cuadratica?

» Si nuestra ecuacién cuadratica tiene la forma z? — 9 = 0 es bastante claro que

podemos resolverla despejando , x> = 9, luego & = /9 entonces © =3 6 = = —3

» De manera similar podemos resolver ecuaciones del tipo (z — a)? + 3 = 0 (por
ejemplo,si (z+5)2—4 = 0, (z+5)? = 4, entonces (z+5) = V4 y luego z = 2—5 = —3
br=-2-5=-7

= ;Pero como resolvemos una ecuacién cuadratica més general?
Si tenemos una ecuacién del tipo ax? + bx + ¢ = 0 vamos a tratar de llevarla a la

forma anterior

Puede que recuerde el método de Bhaskara o resolvente para ecuaciones de grado 2,
ese método sigue teniendo validez pero el que vamos a aprender (luego de un tiempo
de préctica) resultard méas sencillo,se podra aplicar més adelante para resolver otras
cuestiones, no sélo ecuaciones, y nos da la justificaciéon/demostracién del método de

Bhaskara.
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3.3.3.1 Método de Completar Cuadrados

Se trata de transformar una ecuacién cuadratica cualquiera en una ecuacién equiva-
lente, pero cuyo aspecto sea el de las estudiadas en el andlisis anterior. Dada la ecuacion
cuadratica ax? + bx 4+ ¢ = 0 (se entiende ya que a # 0, porque sino no tendria grado 2),
queremos llevarla a la forma (z — a)? + 8 =0
Recordemos que (z —a)? = (z—a).(r—a) = z.2 —a.x—z.a+ (—a).(—a) = 22 — 20z +a?

(la clave estara en identificar «v y operar algebraicamente para llegar a la forma deseada)
Seguiremos los siguientes pasos:

(Para una lectura mds amigable se presenta el desarrollo junto a un ejemplo, se recomien-

da leer paso a paso.)

53



ar? +br+c=0
Paso 1: “limpiamos a z2”
Multiplicamos por % (va que a # 0),
%a:r2 + %bx + %c = %O
2+ ébx + %c =0
Paso 2: ;Quién es doble producto?
Reescribimos b, de x: 2 = 2%,
la ecuacién queda: x2 + 2%9& +2=0
Paso 3: el a buscado es %
Recordemos (z + %)2 =+ Z%x + %
Comparando nuestra ecuacién x? + Q%m +2=0
Paso 4:Agregamos el término que nos falta %
Pero si sumamos algo en una ecuacion debemos
restar eso mismo a la ecuacion
R N
(wQ—i—Q%x—l—%)—%-Fg:
(x—i—%)Q—%—l—g:O
(o4 5 = dz =
Paso 5: Sumamos fracciones
comiin denominador 4a?, quedando:
(ot 55)" = e

Tenemos asi dos soluciones distintas!:

b2 b2
= b+ 21; 4ac/\m2: b \/2131 4ac

Veamos un ejemplo: % + 2z — % =0
Paso 1: “limpiamos a z2”
Multiplicamos por 2:

28 42 x 20 — 23 =2 %0
22 +4x—-3=0
Paso 2: Sea b el doble de alguien, b = 2q,

como 4 =2 x 2, queda: 22 +2x2x -3 =0

Paso 3: el a buscado es —2
Pensemos (x + 2)% = 22 4+ 42 + 4
y sabiendo donde queremos llegar

Paso 4:Agregamos 22 = 4 que nos falta

v +4r+4-4-3
(2 +4z+4)—4-3
(x+2)?2-7=0
(z+2)?2=7
Paso 5: seguimos despejando x,

para ello aplicamos raiz
quedando: 4+ 2 =+V7V 2 +2 =7

Luego, 1 = —24+VTA 1o = —2 /7

Hemos demostrado una férmula de Bhaskara:

—b+Vvb? — dac
T2 =
’ 2a
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1Recordemos que una fraccién es positiva cuando su numerador y su denominador
tienen el mismo signo. En nuestro caso 4a® > 0, y entonces el miembro de la derecha ser4

positivo sélo cuando b? — 4ac > 0.

Ahora, ;qué ocurre si b? — 4ac < 0 y si b — 4ac = 0?

El nidmero b — 4ac se llama discriminante de la ecuacién.

Ejercicio: Segun lo analizado, complete el siguiente cuadro:

Discriminante | Cantidad de soluciones Soluciones

_ 2__ _h 2__
b2 — 4ac >0 2 xlzlﬁi w/\mzzbi \/2l;4ac
b2 — 4ac =0
b2 — dac < 0

3.3.4 Ecuaciones Fraccionarias

—32241

23160 pueden

Expresiones algebraicas racionales fraccionarias, como por ejemplo:
pensarse como cociente de polinomios. Si transformamos esta expresién en una ecuacién.
i,cémo la resolvemos?

Es posible, operando de manera conveniente, transformarla en una ecuacién no fracciona-

ria, y entre las soluciones estardn las soluciones de la ecuacién original, pero CUIDADO

pueden aparecer otras soluciones, resolvamos un ejemplo:

ﬁfl - % +1=0 recuerde que 1 =

1
1

Sumamos las 3 fracciones, utilizando el minimo comin multiplo, para ello es muy impor-
tante reconocer y usar los métodos de factorizacién. En este caso, usamos diferencia de

cuadrados.

4z—2(z+1)+1(z—1)(z+1) _ 0
(z—1)(z+1) -

Operando, es decir, propiedad distributiva y sumando,

z242x—3 __
z2—-1 = 0
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Para que una divisién dé como resultado 0, el denominador debe ser 0, es decir 22+22—3 =
0. Resolvemos (verifiquelo) la ecuacién cuadratica tiene dos soluciones: x = 1 Az = —3.
Sin embargo, £ = 1 es una solucién mentirosa, ya que si la reemplazamos en la ecuacién
fraccionaria, estariamos dividiendo por 0.

Importante: Debemos descartar inicialmente x = 1 A x = —1 de las posibles soluciones

ya que nos llevarian a soluciones mentirosas porque no podemos dividir por cero!!!

3.3.5 Ejercicios
1. Resolver justificando cada paso.
m 10-3x=2—-2
» a—x=3(r—a)
= 32-2)+1=—a+3(1-z)+2
nlr—z=1z+1

"= 5r+2=8r—1-32

2. Resuelva las ecuaciones e indique el conjunto numérico al que pertenecen.

m 10=2-2
» 2 =3(z—5)
p=etd

» Smx + 27 =8x — §
»z+3—2(x—1)=1(z+5)+2

= 32-2)+1l=—a2+3(1—2)+3(x+3)
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3. Resolver

Bxfy:%

2m—3y:%5

2r+y =4

dr4+2y =5

r—y=1

z—3zx =1

z+y+z=1
5. S —2y=5
—dr+y=-7

(

T—2y+3z2=-4
6. 932 —4y+2z=—1

2c+y+22=6

y =3z +4

r—y=1

—r+y=2

2 —6x+8=y
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4. Un cartel en una muebleria dice “lleve los dos por $655”. Si una silla cuesta $55 més

que una banqueta, jcudnto cuesta la silla?

5. Resuelva despejando la incégnita:

(i) m?>—-12=0 (i) n®> +25 =0 (iii) 3y%> —45=0
(iv) 402 —9=0 (v)(d—3)2-1=0 (vi) (y+1)?-9=0
(vil) 222 -1 =0 (viil) w? —25=0 (ix) 2d? =1

5. Resuelva sacando factor comun:

() 12m?+m=0 (i) N> +9In=0 (i) 7y* = —4y
(iv) 6u? —u =0 (v) 22 = 2z (vi) ()2 —Ly=0

= 22 +1)2=4
= (3-22)2=0

7. Resuelva completando cuadrados:

(i) 22 +6x =7 (ii) 22 =8z + 11 =0  (iii) 42% = 122 + 11
(iv) 22 =102 +5=-20 (v) (z—1)(@—-3)=1 (vi) % +2-2=0
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8. Utilice el discriminante para completar la siguiente tabla:

Ecuacion

Discriminante

Cantidad de soluciones

2 25 4+6=0

222 —6x+3=0

V3x2=—z—2

22 =2x+1

0,3222 — 0,752 — 0,66 = 0

ar? = —bx

22 = (a+b)x — ab

Encuentre las soluciones de las ecuaciones anteriores.

9. Resolver las siguientes ecuaciones, indicar el/los valor/es de 2 no permitidos.

2 1 1
L. x2—4 + x+2 T x?2—-2x
1 1
2 g tes =1

6
4. 29 = 3
5 20 1
241 ~ z+1
3r—3 __
6. o=y =2z

59




3.4 Polinomios

Queda claro que para resolver ecuaciones es necesario manejar con fluidez con expre-
siones algebraicas que participan de ellas.
En esta seccion recordaremos y aprenderemos como operar y manipular este tipo especial

de expresién algebraica que aparecen en las ecuaciones.

Denominamos polinomio a toda expresién algebraica entera racional. Algunos ejem-

plos:

P(z) = 32% — 5z + /2

Q(z,y) = 4a%y + Sxy® — 22y

En este curso trabajaremos con polinomios de una variable, como el primer ejemplo.
Por lo que vamos a definir:

Definiciéon: Un polinomio es la suma expresiones de la forma:
P(z) = apa™ + an_12" 1 + ... + a1z + ap,

donde a,, an_1,...,a1, ag son nimeros reales, x es la indeterminada y n,n — 1,...,1,0 son

ndmeros naturales.

Si ay, # 0 el grado de P(x) es n, y la notacién que usamos es: gr(P(z)) = n.
Ejemplo: P(z) = —42” + 52* + 3z — 1 es un polinomio de grado 7. En particular, cuando
a; = 0, Vi, es decir, 0(z) = 02" + 02"~ ! + ... 4 0z 4 0 se llama polinomio nulo y no tiene

grado.

Ejercicio:
De acuerdo a la definicién ;Cuéles de las siguientes expresiones son polinomios?
a) P(r) = 7ot + 5 — 2
b) Q(x) = %:UQ +In(2)x
¢) P(z) = 3272 + 5% — 2
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d) S(z) = 27 4 5a? — 227

Algunas caracteristicas de los polinomios

» Se llama monomio a una expresién de la forma M (z) = az™, donde a € R, x es una

indeterminada, n € N.

= Asi como los polinomios de un sélo término se llaman monomios, los de dos términos

se llaman binomios y los de tres, trinomios, nombres que seguramente ya conozcan.
= El coeficiente del monomio de mayor grado es el coeficiente principal.
= Si el coeficiente principal es 1, el polinomio se llama mdnico.
= Al término ag se lo llama término independiente.

= Un polinomio estd ordenado cuando los monomios que lo componen estan escritos
en forma creciente o decreciente segtin sus grados. En general ordenamos en forma

decreciente.

3.2.1 Operaciones con Polinomios

Habréan notado ya que cualquier a € R es un polinomio de grado 0. Y la magia del
algebra nos permite definir las operaciones con polinomios, de manera que incluyan lo que

ya sabemos del capitulo 2.

3.2.1.1 Suma y Resta

Cuando se suman o se restan dos polinomios el resultado es un polinomio.
Sean P(x) y Q(x) dos polinomios, los coeficientes del resultado se obtienen sumando o
restando los coeficientes respectivos de iguales potencias de la indeterminada en las expre-

siones de P(z) y Q(x).
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Ejemplo: Sean P(z) = —322 + 2z — 1y Q(z) = 2® + 3z — 2. Hallar Q(z) + P(x) y

Q(z) — P(z), para estas operaciones nos conviene completar los polinomios ordenados.

23 4+ 022 + 3x — 2 23 4+ 022 + 3x — 2
+02% — 322 + 20 — 1 — (023 — 322 + 22 — 1)
Ast Q(x) + P(x) = 23 — 32% + 5z — 3 Ast Q(x) — P(x) =23+ 322 + 2 — 1

El resultado de la suma o la resta de dos polinomios puede ser el polinomio nulo o tiene
grado menor o igual que el del polinomio de mayor grado que estamos sumando o restando.
Polinomios iguales y opuestos
Si al sumar dos polinomios P(x) y Q(z) el resultado es el polinomio nulo 0(z), en-
tonces P(x) y Q(x) son polinomios opuestos. Si al restarlos se obtiene 0(z), entonces los

polinomios son iguales.

Ejercicios
1) Sean P(z) = 2z — 82% + 522 y Q(z) = —a% + 2 — 42? — 227 + 723, Hallar Q(x) + P(x)
y Q(z) — P(x).
2) Sean S(z) = 423 — 2, T(z) = —42® + x y W(z) = 6 — x. Colocar el simbolo de <, =,

>, segun corresponda:

gr(S(x)) ... gr(S(z) +T(x))

gr(S(x)) ... gr(S(z) + T(x) + W(x))
gr(S(x)) + gr(T(x)) ... gr(S(xz) +T(x))
gr(S(x)) ... gr(T(x))

gr(W(z)) ... gr(S(z) +T(x))

3) Hallar el opuesto de P(z) = 23 + 8 — (—2° + 2z%).

Producto de Polinomios

Cuando se multiplican dos polinomios, el resultado es un polinomio y su grado es
igual a la suma de los grados de los polinomios factores, si ellos no son nulos.

Para calcular el producto multiplicamos cada uno de los monomios de un polinomio por
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cada uno de los monomios del otro polinomio y sumamos.

Ejemplo: Si P(z) = 22 + 2z + 1y Q(z) = x — 1, entonces

Px)Qxz)=(*+2z+1)(z—-1)=a3+222 +2x -2 - 20— 1=2a3+2° -z — 1.
Ejercicios
1) Dados P(z) = 22% — 32 + 222 — 4 y Q(x) = 8 — 322 — 52. Hallar P().Q(x).
2) Decidir si es Verdadero o Falso: “El grado del polinomio producto es siempre mayor
que cada uno de los grados de los factores”. Justificar.
3) Hallar el grado, el coeficiente principal y el término independiente del polinomio W (z) =
P(x).Q(x), sabiendo que son ordenados y completos, que sus expresiones comienzan asi y

que sus coeficientes cumplen con la secuencia que se evidencia en sus primeros términos:

4) Sean S(x) =213 —2+2, T(z) =2 -3y W(z) = —2? — z — 1. Hallar:
a) 2[(S(x) + T(x)) .W(x)]
b) (T (z).T(z)) — AW (z).S(x)

Division de Polinomios

Algoritmo de la Divisién: Dados dos polinomios P(x) (que llamaremos dividendo)
y Q(z) (que llamaremos divisor), con Q(z) # 0(z), existen y son dnicos dos polinomios

C(z) (que llamaremos cociente) y R(x) (que llamaremos resto) tales que:
P(z) = Q(z).C(x) + R(x)

con gr(R(z)) < gr(Q(z)) o R(x) = 0(x).
Ejemplo:
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6% — 1722 + 150 — 8 |32z —4
— (623 — 822 +0x+0) 222 -3z +1
—922 4 152 — 8
—(—=92% + 122 +0)
3r—8
—(3x —4)
-4

Notaran el parecido con la divisién de niimeros reales, aqui C(x) = 222 — 3z + 1y

R(z) = —4, que podemos ver que gr(R(z)) =0 < gr(Q(z)) = 1.
Podemos verificar que 623 — 1722 + 152 — 8 = (3x — 4) (222 — 3z + 1) + (—4).

Ejercicios

1) Sean P(zx) = 22" 4 32% + 1823 + 292 + 10 y Q(x) = 222 + 3z. Hallar el cociente y
el resto de la divisién entre P(z) y Q(x).
2) Existe un polinomio T'(x) tal que 62° — 92* + 1022 — 15 = T'(x).(222 — 3)?
3) Hallar S(z), si es posible, tal que 92° + 2% — 5z = (42% — 5).S(z) + (z — 8).

Divisibilidad de polinomios

Si al realizar la division de P(z) y Q(z) el resto es nulo se dice que P(x) es divisible

por Q(z) o que Q(x) divide a P(z). Quedando entonces:

Definicién: si la divisién entre P(x) y (z — a) es cero, decimos que a es raiz de P(x).

Es decir: si analizamos P(z) = (z — a).C(z) y reemplazamos z por el valor a, P(a) = 0.

Ejercicios:
1) Sean P(z) = 23 + 22 +12; Q(x) = x — 2 y S(x) = x + 2. Hallar el resto de las
divisiones entre:

a) P(r) y Q(z)
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b) P(z) y S(x)

Sacar conclusiones, relacionado con el concepto de raiz.

2) Calcular el valor de k € R tal que Q(z) = 3z — 2 divida a P(z) = ka3 + 22 — k.

Factorizacion

En el capitulo 2, usamos varias veces que un numero puede ser escrito como produc-
to de ntimeros primos, lo que facilitaba calculos como la suma de nimeros fraccionarios.
Esta idea, se puede extender a los polinomios donde dado un polinomio P(z) se puede
descomponer como producto de polinomios primos.

Decimos que un polinomio P(x) de grado no nulo es primo o irreducible cuando no puede
ser expresado como producto de polinomios de grado menor el gr(P(x)).
Definicion: Factorizar un polinomio significa expresarlo como producto de polinomios

primos o irreducibles.

Vamos a repasar algunas técnicas para expresar un polinomio como producto.

Factor Comun

A veces sucede que en un polinomio P(z) la variable z figura en todos sus términos, en
estos casos es muy conveniente extraer factor comiin. Observar que al extraer la variable
x como factor comin la extraemos elevada a la menor de sus potencias.

También en algunos ejemplos se extrae un nimero que es factor en todos sus coeficientes.

Ejemplo: P(z) = 42° + 8z* + 1222 = 42%(23 + 222 + 3).

Factor Comiin por Grupos

Algunos polinomios presentan una estructura que nos permite formar grupos de igual
cantidad de términos y sacar factor comun en cada uno de esos grupos. Una vez hecho

esto aparece un nuevo factor comin en todos los grupos.
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Ejemplo: P(z) = 7o — 5z* + 142 — 10 =
= (725 — 52*) + (142 — 10) = 2*(7z — 5) + 2(7xz — 5).

3.2.2.3 Diferencia de Cuadrados

Cuando se nos presenta la resta de dos términos y cada uno de ellos esté elevado a una

potencia par, lo expresamos como diferencia de cuadrados.

Ejemplo: P(z) = 22 — 25 = (z + 5)(z — 5).

Trinomio Cuadrado Perfecto

Analicemos el resultado de elevar un binomio (dos términos) al cuadrado:
(x+3)2=(x+3)(x+3)=22+62+9. Sielevamos al cuadrado a x — 3:
(z-32=(@x-3)(z—-3)=22—6x+9

Las expresiones difieren en el término 6z, en la primera es positivo y en la segunda negativo.

Miremos un ejemplo de un polinomio que sea un trinomio cuadrado perfecto: P(x) =

ot 4+ 822 4+ 16 = (22 + 4)? (verifiquelo).

Ejercicio: Expresar los siguientes polinomios como producto usando la técnica que co-

rresponda o mas de una de ellas:

1. P(x) =22 — 2? + 622
2. P(z) = 2% — 22
3. Plx) =2 —22+2—1

4. P(z) =22% —62% +2—3
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5. P(z) =20 — 26 — 2% 41
6. P(z) =42® + 4z +1
7. P(:c):x4f%x2+%

8. P(x) =2° —2*+62% — 622+ 92— 9
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